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E1 Transform de Laplace
Los metodo operacionales hun ido aplicado: en el An ali is por matema­
tico. como Leibniz, Lagrange, auchy, Laplace, Boole, Riemann, etc. Pero u
uso si ternatico en Fi ica y en la solucion de problema>; tecnicos e ha debido
.
ca. i exclu ivamente a la labor del ff ico ingle Oliver Heavi ide (1850-1925). u
ohm permanecio ignorada por us contemportineos debido principalmente a la
falta de rigor matematico de su trabujo.
EI tratamicnto moderno del calculo operacional. requiere una base rigurosa,
la que e proporcionada por el Tran: form de Laplace, como Heaviside mi. roo
10 senalo.
EI tran form de una funci6n puede ser definido en dos forma. muy ligera­
mente diferente , usaremo la adoptada por autores como Car law. Churchill y
Doetsch.
DEFINICIONE '.
i se tiene una funci6n f(x) se llama transform y se de igna por L f(x) la
siguientc integral definida:
1)
en que s e un n umero real positivo que se elige de modo que la integral sea con­
vergen te (*).
EI tran form de una funci6n f'(x) es una funci6n del parametro . Esta fun­
ci6n es (mica.
2) L f(x) = <p(R)
EI operador L hace corresponder a una funci6n f(x) otra funci6n !p(B). Se
define entonces el oj-erador 'L-t llamado antitransform, transform inverso 0
transform menos uno, tal que:
(*) En partes m�s avanzads« dC' In, teorta pUNIC' ser complejo, N6tese tsmbien que f(x)
8610 necosita estar definida para X > 0
REVIS7'A DB MA'l'EMA7'ICAS
3) L-I cp(s) = f(x) 0 sea 4) L-I (Lf(x)] = f'(x)
E t.e operador L-I define una. funci6n tinica (continua); 10 que se despren­
de del Teorema del Lerch, el que enunciaremos sin demostraoion :
c i dos lunciones continues tienen el mismo transform ellas deben ser iden­
tieas •. 0 sea, si eneontramos el L
-I de cp(s) y esta funci6n es continua, esta
e. la iiniea funci6n continua cuyo transform es cp(s).
e presentan dos clases de problemas; dada una funci6n f(x) ealcular Lf(x) ,
y dado Lf(x) encontrar In funcion f(x) que 10 origin6.
c.(LCULO DE A.LGU�O TRANSFOR".
i a = ere L(a) =f "'('- "a dx = a. _1_ en particular L (0) =0, L(l) =!_� s s• 0
L efIX = f:- x. ('8' dx=J :-<.-S)X dx = _1_; s > as-a.00
lusgo tenernos la formula corrospondientes:
PROPIEDADES FU. DA.�1ENT."LE8 .
.5) L [f(x)+ 9(')J �f:'[f(x)+ 9(') J dx�f:'1 (x) dx +f:�9(') dx �
= Lf(x) + Lcp(x)
Transform de una suma es igual a la suma de 10i! transform.
6)
Tran form del producto de una con bote por una funci6n ef; igual al producto
de In. con tanto por el transform de> la funeion.
7) L-1[L f(x) + L'P(x)] = L-IiL[f(x) +'1' (x)1} =f(x)+ 'I' (x) =L-1 [Lf(x) ]+L-I [L('P) 1
Antitransform de ulla sums cs igual a Ia Burna de lOR antitransform.
8) L-'fXLf(x)] = L '[LXf(x)j = Xl(x) = XL-lfLf(x)]
Antitransform de una funci6n r OJ' una con tante es igual al producto de Itt
constante J or el antitran form de la funci6n.
8
VIi- Leo h kx = 2 k2s-
EL TRANSFORM DE LAPLACE
e puede decir que L y L-Ion permeables a Ia constantes)
EJEMPLO .
.IL
sen x =j. :-." sen x dx integran doI) 0
1
LsenX=--
82+ 1
por partes dos vee 8, tenemo
ii)
1 1 82+8+1
L (sen x + 1) = L en x + L1 = -2
-- + - =
2
8 + 1 (8 + 1)
L-I(
3s + 1
)= 1,-1[_7 4_]= 7elx- 4ex( -1) (8-2) 8-2-1jii)
EJEUCICI08.
Demostrar que:
If-
k
Lsen kx=
2 2
S +k
IIIJ-
1
L(x)=z
8
\' Il,.t- -If 58 + 3] _L = .J cos X + 3 "('n x::;2+ 1
1 '/-1r
IYJ.- L
Cyx )
= V-;- VIIIv- L
I (�-) = 3_ sen 16 xs" + 6 I U
TEOREM.AS IMPORTA�TES,
9) L [e�f(x) Jj ·0- 'c"f(x),h �J::' -""((x)<lx �.(,_,) " ) f (X) � .(')
siendo 8 _- a > O.
1':1 transform del producto de una funcion lor eA so obtu nc rccmplazar do,
en eJ transform de In funci6n, ' J or . - t1.
10) Lf(x) = /.
eo
e-·"f(x)dx = 'P(.)
•
0
derivanclo respeeto a I'
.'(a) �-f..e-"xf(x)ox � -L[xf(x) J
k2_ 2
XI.- L x cos kx =
2 2 2
(s +k )
Il !
6 NE1'/STA DB NATBMATICAS
EI transform del producto de una funcion por x c s igual a a 1a derivada
del tran form de la funci6n respecto a can signo opuesto, . iempre que In fun­
ci6n sea continua y
lim f(x)
--= 0 (*)
x-+oc eO"
EJER ICIOS.
Demostrar que:
nl
IXI-L(x")=-
S"+I
11) 11 dx
.
I' 1181 Im-=o
X-' 00 (,5.
luego L 11'= sL7/ - 1/0
L""1 I)-I "-2, "J"11 = S ,1/ - S 11" - • 1/ ,- • 1/0 - ••
Como sc demue tra inmediataruente por induccion matematica.
lim 11k
,.'i Ia funcion 7/(x) y us n derivada H()D continuas y X�J.
-
= 0 k = (1,2, ...D)
, -r
el transform de la derivada ene. ima esta dado J or Ia Iormula anterior (*").
(0) El teorema 00 se demostrara aquf PO forma rigurosu, lI6t("c ndernds que Ia condicion
de continuidsd de la Iuncion es restri ·tiva.
( ..) Aqul tambien In condici6n de con tinuidad es restrietiva.
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E/ERC'ICIO .
XVI.-Demostrar ej. I y II
XVII.- ,. III
XVIII.- V y vr
con t orema11 )
10)
l> 11)
ECUACIO ....ES DIFERENCIALES Ll. EALES ('0' COEFICIENTElj CONSTANTES.
Ejemplos:
sy" - 6yo + y'o A B
Ly= (8-2)('-4) =8-2+ls-4
uplicando L-1
L":I[Ly]=y=L I[ . A2 + s: 1
y=Ae2x+ Be4x es la soIuci6n de la ecuacion.
i) y"-6y'+8y=0 aplicando L
Ly"-6Ly'+8Ly=L(0) =0
s2Ly-syo-y'06 Ly+6yo+8Ly=0
Ly(S2-6 +8) =8yo-6yo+y'0
Iuego:
ii) s" - 6y'+9y= e4x
Ly"- 6Ly'+9Ly=Leh
a f3 'Y
Ly=--+--+-­
(-3)2 (-4) -3
y ='YeJx+f3e4xa'xeJx
iii) y'+y=x2p­
Ly'+Ly=1 x2e-
L __2_ �y-('+1)4+ 8+1
1
y= 3'x\.-,,+ Yoe-"
La ventaja de este metodo es In relacion inruediata entre las constantes de
integraci6n y la COl" dicione iniciale.. ( n este metudo . (' I ucde desarrollar fa­
cilmente toda la teoria de e ta ecuacior es.
EJERCICIO .
XIXJ-Re,olver. yl/+]�2y=O �ol. y=.-\ co, 1\-.; + n :'('n1\,:
XX./- ,. y"-y'-6y =2,)' .. = 1 s'» =() �ol. y =-1 :3+8(/' 1.)+4.e-""/5
XXI.- e) siguiento sistema:
y'(t)--zl/(t) +z'(t)-Ylt)=e' 2 1 �ol.:
2y"(t)_ZI/(t) 2y'(t)+z(t)= t \'(t)=l p'+lel
y(o)=O y'(o)=() z(o)=Oz'(o)=() z(t)=-t+t(,l
12) ANTITRA . FORM DE UN PRODUCTO. lEORE::I!A Dl:.. BOH � L.
EJ problema que se nos prescnta es: dado
,
• .r;
'PI( ) ''P2(::;) = I
.
()
lim /'1':1-+00.,
ODEF
= lim .If
OJ)F
, REVISTA D8 MATBMATICAS
. [00 + = [00 [rxJe_ ( +Y)f,(x)'f2(y)dx dy1/')(8) =J 0 e-SYf2(y)dy J 0 J 0
esta doble in tegral Be extiondo I'OLllC todo cl pri­
mer cundrante.
luego Ia doble integral sobre CB.\DEF y �
FED se anulan si a -+ 00, por 10 tan to
a --+ 00
EI campo de integracion era el �ODF. x�O Y�() ()<x + y�2a
rp,(S)'rp2(s)2=Jim Jli e-S(x+))f,(x)'f2(y)d.'dya -HX) J
ODF.
haciendo un cambio de variables:
x+y= u
y= v
X=U -v v>O
U >0
u < 2a
v< u
La region de in tegracion hn quedado rransforrnada (on;
ax ax
au av 1 -1
y du dv= du dv= du dv,
ay ay 0 1
au av
EL '!'RANSFORM DE LAPLACE
8
entODCC
II',(S)'II'Z()= lim 11 e-ur,(u-v)'f2(v) du dv
2a-7 00 OAB
'"
L-'II', (8) '1I'2(S) = J0 f, (x-v) . (2(V) dv
10 que constituye el teorema de Borel.
EJEMPLO.
Resolver Ia eeuacion :
y= enx+y(Xsen (x-t)dt
• 0
1 1
por 12) Ly= 82+ 1 + 82+ 1 Ly ;
1
Ly=-;z
y= sen x+ (X Y sen (x - t)dt aplicnndo L
�. 0
I.,y= Lsen x + L « y sen (x-t) dt
•
0
aplicando L
-I
s= X
que es una soluci6n de la eeua­
ci6n.
EJERCICIOS.
,
1
XXII.-Demo8trar que L- S(1+82)
= l-cosx con teorema 12).
XXXIII.- » Iff.·· .jf(x)dnx= (n � l)!.�xf(V)(X_v)n-ldV
(n )
}�JEMPLOS VARIOS.
i) Resolver Ay"+ By'+ Cy = [(x) aplicando L
A(S2J,y-syo-y'o )+B( Ly- yo)+CLy = Lf'(x)
'Ly-syo-Y'o
Ly(A'l2+Rs+C) = Lf(x)+A y.+AY'o+Byo= Lf(x)+a, +,8
10 RBVISTA DB JlATBJli.TICAS
Lf(x) aR + (J
Ly= AB2+Bs+C + As2+B +C
RLf(x) QLf(x) u v
Ly= + + -- +--s+a s+b s+a s+b
Incluso fCx) puede ser una funci6n emplrica dada numericamente por csei­
logramas, en cuyo easo la integral Be puede efectuar numericaments.
Avaluar In. integral definida :
ii) let) = f�n tx dx . nplieando Lx• 0
f..., {'" }'" J'" j'"-st sen tx dx -st dxLI (t) = e dt o--x-dX = :x 0 6 sen tx dt = :xL sen xt
1
I
X
/10= - arc tg r+: =S S 0 1B '2
aplicando L-1
r
I(t)=-
2
EJERCICIOS.
XXIVJ-CalcuJar la integral let) =J�Btx dx= �e-btx2+b2 2bo
XXVI- /x:Cn tx d -atl> 2 2 X=rea +x-00"
